Grado en Matematicas
Examen de Analisis Funcional — Soluciones

1. Seal’ : L,[0,1] — L5[0,1] dado por(Tx)(t) = tj )ds para todox € Ly[0, 1].

Claramente?” es un operador lineal. Prueba que es contlnuo y calcula suenor

Solucion. El espacial; [0, 1] es un espacio de Hilbert con la norma

1£ll = [1f @) at
0

y el producto escalar
(f19) j f(t)

1

Es inmediato qué’ es un operador lineal. Seac L,[0,1] y pongamosy = fx(s) ds.
0
Tenemos que

2_1 2 _1 2 _1 2
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Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos

o = | =(s)ds | = [{z] x| < Il
0
y deducimos quéiT'z||; < ! ||z||2, lo que nos dice qué es continuo y quéiT|| < !
Tl < —=||xl|2, < —.
2 \/g 2 1 1 \/g
Pero com =1y||T = —, concluimos qudlT'|| = —. ®)
dlxpo.ll2 Y (17 (xgo,17)[]2 7 quei T 3

2.Sead = {egn_l + eop HGN} C s,
1. Describe los espacidd = Aty M*.
2. Calcula las proyecciones ortogonales salrg M*.

Solucion. Este ejercicio se hizo en clase. Voy a hacerlo ahora de unaafaigo diferen-
te a como lo hicimos en su momento. Sabemos blie = (A+)L = Lin(A), es de-
cir M+ es el mas pequefio subespacio cerrado que contighdPaesto que los vectores
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{esn_1 + €2, : €N} generan un subespacio densalén y son un sistema ortogonal, de-

. . 1
ducimos que el COﬂleﬂ{ﬁ(@in + e2,) : n€N ¢ es una base ortonormal dé-. En

consecuencia, la proyeccion ortogonal sahbie viene dada por

PML (l‘) = Z <l‘ | %(62n—1 + 62n)> %(62n—1 + eQn) = Z m(2n — 1; + m(2n) (62n—1 + eQn)

n=1

n=1

La proyeccion ortogonal sobrd vendra dada poPy,(z) = = — Py.(z), es decir:

Pu(z) = i w(n)en — i z(2n — 1; + x(2n) (et + oan) =
_ g (x@n B ;—1 z(2n — 12 + :c(2n)> S i (x@n) _z(2n - 1; + :c(2n)> oy —
_ ni:’: z(2n — 1; — z(2n) S i z(2n) — :25(2:;— 1)% _
_ g 2(2n — 1; — 2(2n) (e _n;)

Deducimos qué/ = Lin {es, 1 — €3, : n€N}. ®)

3. SeaX un espacio normadoy € Sx. Prueba que existe un subespacio cerratde X
tal queX = M & Kz y dist(x, M) = 1.

Solucion. Seaf € X* tal que||f|| = f(z) = ||z|| = 1 cuya existencia es consecuencia
del teorema de Hahn-Banach. Pongambs- Ker(f). Tenemos qué/ es un subespacio
cerrado. Toda € X puede escribirse en la forma= z — f(z)x + f(z)x donde, claramente
z— f(z)xeKer(f)y f(z)reKz. LuegoX = M + Kz y dicha suma es claramente una
suma directa pued/ N (Kz) = {0}. Por tantoX = M @& Kz. Ademas

dist(z, M) = dist(z, Ker(f)) = @] _ 1

o
©)

4. Prueba que sX es un espacio normado reflexivacy € X*, entonces existe € Sx tal
quez*(z) = ||z*||. ¢ ES esto cierto si el espacio no es reflexivo?

Solucién. Sabemos, por el teorema de Hahn—Banach, que dado un v€ctem, un espacio
normado,X*, existe una forma lineal, en el dual de dicho espacio normade; X**, tal
que||f|| =1y f(z*) = ||=*||. ComoX es reflexivo, debe existirc X tal quef = J(x), con

lo cual tenemos qug(a*) = J(z)(x*) = 2 () = [l* |, y l|l| = [T ()] = [If] = 1. ©
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5. Seau € KN una sucesion tal que para tode ¢; se verifica que la sucesidn(n)u(n)}
esté acotada. Prueba questa acotada.

Solucion.Definamos para cadac N el funcionalf,, : ¢, — K por f,,(z) = z(n)u(n) para
todox € /,. Claramentef,, es un funcional lineal y

()] = [u(n)| [x(n)| < Ju(n)| {2y

lo que implica quef,, es continuo Y| f,.|| < |u(n)|. Como|f(e,)| = |u(n)|, obtenemos que
| fnll = |u(n)|. La hipdtesis nos dice que para cada/; el conjunto{ f,(x) : n€N} esté
acotado, es decir, la familia de funcionales linedlgs: n € N} esta puntualmente acotada.
Como/; es un espacio de Banach, el teorema de Banach-Steinhausceogué dicha
familia esta acotada en norma, es decir, exigte- 0 tal que|| f,.|| = |u(n)| < M para todo

n€N. Lo que prueba que la sucesioresta acotada. Este ejercicio se hizo en clase!

6. Prueba que todo conjuntecompacto en un espacio normado esta acotado.

Solucién.Seak un conjuntow-compacto en un espacio normasiloComo los funcionales
f € X* sonw-continuos, se verificara qyé& K') sera un conjunto acotado para totle X*,

es decir K esta “débilmente acotado”. Esto es tanto como decir querdifade funciona-
les{J(z): x€ K} C X** esti puntualmente acotada, por lo que, envirtud del teodema
Banach—Steinhaus, concluimos que dicha familia esta da@a norma lo que, por ser la

inmersionJ isomeétrica, implica qué’ esta acotado.
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